Series de Potencias 1

CLASE 15. Series de Potencias

Definicion 15.1 (Serie de Potencias Complejas). Una serie infinita de la forma

ch(z—zo)":co—i—cl(z—zo)+---—|—cn(z—zo)”—i—---

n=0
donde zy, ¢1, ¢, . . ., €y, . . . SON NUMeros complejos y z denota una variable compleja se llamara
una serie (de potencias) en potencias de (z — z). Los numeros ¢, (n = 0,1,2,...) son los

coeficientes de la serie de potencias. A veces diremos serie de potencias en un entorno de z; (0
centrada en z).

[e.9]

Estas series de potencias se pueden llevar a la expresion (numérica) conocida E z, , €scri-
n=1

. o _1 .
biendoz, = ¢, 1(z — z)" !, paran =1,2,3,.. ..
El siguiente teorema mostrara que el conjunto de todos los z en los cuales la serie de po-
tencias >~ ¢, (z — z)" converge absolutamente es el plano complejo € 6 el interior de un
circulo centrado en z, 6 el tnico punto z.

o

Teorema 15.2. Cada serie de potencias Z ¢» (z— 20)" tiene un radio de convergencia R ral que si
n=0
0 < R < oo, entonces la serie converge absolutamente en |z — zy| < Ry diverge en |z — zp| > R;

cuando R = 0, la serie converge sélo en z = zy y si R = +00, la serie converge (absolutamente) para

todo z € C. El ntimero real R estd dado por

cal’

lim <’
n—ro0

suponiendo que existe este limite.

Definicion 15.3 (Disco o Circulo de Convergencia). Cuando 0 < R < oo, llamamos al circulo
{z : |z—2z| < R} elcirculo (o disco) de convergencia (de la serie). Enla frontera {z : |z—z| = R},

la serie puede converger en algunos puntos y diverger en otros.

'Férmula que proviene del critero de la raiz (para el criterio del cociente hay una formula similar), aplicado a

la serie numérica correspondiente a la serie de potencias.
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[e.e]

Definicion 15.4 (Serie de Potencias representa una funcién). Sila serie Z ¢.(z—2zy)" converge a
n=0
f(z) para cada punto z € D C C, diremos que la serie representa la funcién f en D'y escribimos
oo

n
f&) =) alz—2)
n=0
Escribiremos los tres siguientes teoremas sin demostracion.

Teorema 15.5 (Taylor). Sea f(z) wuna funcién analitica en el disco (abierto)

D ={z€ C : |z— z| < R}. Entonces para cada z € D se cumple que
0 )
-y Ly W
~

Es decir, la serie (1) representa la funcion f(z) en D.

Definicion 15.6 (Serie de Taylor). A la serie (1) se le llama serie de Taylor de f(z) en un entorno

del punto zj. Si zy = 0 se obtiene la serie (llamada Serie de MacLaurin)
/M0
=2
n=0
Gracias a la convergencia absoluta de las series de potencia (ver Teorema 15.2), tenemos

Teorema 15.7. Una serie de potencias representa una funcion continua en cada punto interior al disco
o0

de convergencia, es decir, la serie E cn (z — 20)" representa una funcién continua f(z) para cada z en el

disco de convergencia {z € C : |z — z)| < R}, siendo R # 0 el radio de convergencia de la serie.

Ademas, en el disco (circulo) de convergencia, una serie de potencias puede ser integrada o

derivada término a término y representa una funcion analitica.

Teorema 15.8. Si f(z) Z (z—29)" en |z — zy| < R entonces

)n—i—l

z—zo en|z—zp| < R.

n=0
a)/f dw—Zc,,/ w—z)" Z
"
Note que hemos tomado el limite inferior de la integral anterior como el propio zy (el centro del

disco). De no tomarse asi, apareceria una serie numérica adicional (la serie que resulta al evaluar

la antiderivada en el punto inicial).

b) f es analitica en cada punto interior al disco de convergencia.
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o

o fl(z ch,,z—zo) Yen|z—z| <R

n=1
Se puede probar entonces que la representacion de una funcidn analitica por medio de una
serie de potencias, en un entorno de un punto, es unica y, por lo tanto (Teorema 15.5), dicha

serie es precisamente su serie de Taylor.

Teorema 15.9. Si la serie Z ¢ (z—2z)" converge a la funcion f(z) en un disco
n=0
D ={z¢€ C : |z— z| < R} entonces Z ¢u (z—20)" es la Serie de Taylor (1) de f alrededor
n=0

de Zy.

Prueba. La prueba consiste en derivar la expresion
z) = ch(z—zo)" =c+talz—z)+ - F+alz—2)"+--
n=0

término a término y evaluar en el punto z = z,. Asi, por ejemplo,

f,<Z) =0+ 262(Z—Zo> + 3C3(Z— 20)2 +--+ I’IC,,,(Z—ZO)”_I + .-
= f'(20) = a1, es decir, ¢; = f'(z).
f'(2)=20+3-2(z—2) + - +nln—1c(z—2)" 2+

f/l (ZO)

= f"(z) = 2c,, es decir, ¢, = o

y asi sucesivamente,

) =nle,+ (n+Dn(n—1)---2(z—2)+n+2)n+Dn---3(z—2)*+ -
f(2)

= f ”)(zo) =nl¢,, de donde, ¢, = ,
n!

valido paran =0,1,2,---

Usando induccion se completa la prueba. O

Escribimos la serie de Taylor (y su region de convergencia) para algunas funciones elemen-

tales:

- 1
1) Zzn:l——z en |Z| < 1.
n=0
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oS 2"
i)y ef =Y =, zeC.
n!
n=0

> ZZn
iii) cosz = —-1)" , ze(C
o ZZn—H
iv) senz = -1)" , ze€(C
) ;( ) (2n+41)!
e ZZn
v) coshz = —, z€eC
) X_; (2)!
e 22n+1
vi) senhz = —— ze(C.
) Z (2n+1)!
n=0
ii) Log(1 + 2) A2 2 < 1
vii) Lo zZ)=z— —+———+---, enjz )
8 2 73 4
15.1 Series de Laurent
oo
Consideremos una serie de potencias Z b,w" convergente en |w| < rcon r > 0. Si susti-
n=0
. 1 . — b, .
tuimos w por , la serie resultante, Z —;, €s convergente en < 7, es decir,
z— 2 no<Z_Z°) z— z

en |z — z| > 1. Llamando , = 1, esta serie converge entonces en la region exterior al disco

{z€ € : |z—z| < n}. En estaregion, ella representa una funcion g(z) analitica, asi que

b,
g(Z) = Zm en |Z—Z()| > 1.
n=0

o

Supongamos ahora que la (otra) serie de potencias Z a, (z—z)" converge en un disco
n=0
{ze C : |z—z]| < n} (conr, > 0), representando alli una funcién 4(z) analitica,

[e.9]

h(z) = Zan (z—2)", |z—z| <n.

n=0
Sir < r, entonces la funcion f(z) definida por f(z) = g(z) + A(z) es analitica en la region

interseccion, es decir, enel anilloD = {z € C : rn < |z— z]| < r,}. Asi se tiene que

b S .
f(z):;m—f-;an(Z—Zo) el’l1’1<|Z—Zo|<7’2.
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b_, sin<0
Denotandoc, = gy + b, sin = 0, podemos expresarla suma de las dos series anteriores
a, sin>0
asi
o0
flz) = Z az—2)", n<lz—z|<n.
n=-—00
o0
Definicion 15.10 (Serie de Laurent). A la serie anterior, Z ¢, (z—2)", la llamaremos la
n—=—oo

serie de Laurent de la funcion fyalanilloD = {z€ C : r < |z— z| < n}, suregion de

convergencia.

Podemos asi escribir

o0

Teorema 15.11. Una serie de la forma Z . (z — 2z0)" representa una funcion analitica en el anillo

n—=—0o0
o0

D={z€C : n <|z—z| < n}, donder es el radio de convergencia de la serie Z
n=0

Cn
R4
(z— z)
oo
ry es el radio de convergencia de la serie g (2 —20)".
n=0
El siguiente teorema (de Laurent) es esencialmente el reciproco del teorema anterior y es

una generalizacion del teorema de Taylor.

Teorema 15.12 (Laurent). Sea f una funcion analitica en un anillo

D={z2e€C : n <l|z—2| <mn, conry < r}. Entonces, para cada z € D se tiene que
oo
flz) = Z r (z— z)", donde
n=—00

1
cn:—,/Adw, n=0,41,42,...
21 Jo (w— z9)"H!

y C es cualquier curva simple cerrada en D que contiene a zy en su region interior. La integral sobre C

es en el sentido positivo.

Observacion 15.13. Para ver que la serie de Laurent es una generalizacion de la serie de Taylor,

suponemos que la funciéon f(z) es analitica en todo el disco D; = {z € C : |z—z| <
f(w)

7, +. Entonces todas las funciones —————
2} (w — z9)"H1 (

n = —1,—2,...) son analitica en D, y asi
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€_1,C_p,C_3,...son todos nulos y la serie que resulta es la serie de Taylor de f, ya que por las

férmulas integrales de Cauchy (??), se tiene que

y, por tanto,

dw=¢,, n=20,1,2,...

) 1 / fw)

nl 2mi (w— zp)"*!

Observacion 15.14. Para el anillo de convergenciaD = {z € C : n < |z—z| < n}dela

serie de Laurent de f existen dos casos extremos:

a) Sir, — Oentonces D = {z € C : 0 < |z— z| < r,}, es decir, el disco abierto de radio

r, sin el centro.”

b) Sir, —» coentonces D = {z€ C : r < |z— z|}, es decir, la region exterior al disco de

radio 7 y centro z.
Observacion 15.15. Las propiedades que se refieren a series de potencias se extienden a las series
oo
de la forma E ¢, (z— 2zp)". En particular, las series de Laurent se pueden derivar e integrar

n=—00

término a término en el anillo de convergencia. Ademas, son Unicas.

o0 o
Observacion 15.16. Las series de la forma Z a,(z—2)"y Z ¢, (z— 2z9)" se pueden sumar,
n=0 n=—00

restar (término a término) y multiplicar en sus regiones comunes (interseccion).
Si se dividen dos series de potencias o dos series de tipo Laurent (que no se anulen), se

obtiene otra serie (de potencias o de tipo Laurent, dependiendo de las series) en la regién comun
o

interseccidon). Asi, por ejemplo, si f(z) = a,(z—z)) enD; : n < |z—z| < rysi
(. .y ) A ’ . 1 . n D .

g(z) = Z b,(z—2z)"enD,: R, < |z— z| < Ry, con D; N D, = D # (), entonces
a) Elproducto f(z) g(z) = Z ¢, (z—2z)" en D, con
Cp = Z apby_p, n=20,+1,4+2 ...
k=—00

2Esto es lo que algunos llaman un disco pinchado.
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b) Para g(z) # 0 en D, existe una serie

n—=—0o0

[e.e]

Z ¢, (z— zp)" y ntimeros reales p; < p, tales que

n=—0oo

Z al(z—2)" enp <|z—2z| < pa.

Ejemplo 15.17. Halle la funcién a la cual converge la serie Z n’z"y el circulo de convergencia.

n=1

Solucion. Partiendo de la serie geométrica

o0

Zz"zl—i—z—f—zz—i—--

n=0
y derivando término a término obtenemos

o

nz" '=1+2z+4---+
n=1

Multiplicando por z,

o0

zan"il =

n=1

V4

(1-2)?

Derivando de nuevo

n2z" ' =1+42%7+43%;2

n=1

de donde,

[e%S)
§ nzznfl —

n=1

Multiplicando por z sera

n=1

N 2n_Z(
> o=t

n=1
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, es decir, g nz" =

ZZ n’z" ! = Z(—E

1+ 2)
—z

1
-+z”—|—---=1— en|z] <1
nz" 4. = ! en|z] <1

(1-2) '
- z
en|z| < 1.

n=1

+nPz"

1+z
(1—2)3

en |z] < 1.

1+ 2)

 en 2] < 1. Luego,

—2)

en|z] < 1.

)3
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Ejemplo 15.18. Halle la serie de Taylor de la funcion f(z) = j_ en un entornodez = 0y
i+z
encuentre su radio de convergencia.
1
Solucion. Escribimos f(z) = - L - 12 .
(1+2%) 1142
o o 1
Usando 1 i etri "= < lseti —1)"z" =
sando la serie geométrica ;z [, |z] se tiene que nz;( )"z T, "
|lz] < 1y asi
1 = a (Z\" z
== ;(—1) (Z) en |2| < 1yaque H = I4|.
Luego
z 0 nzn o0 nzn—i—l
fl2) = ;Z(—l) 7 = > (1) T en 2] < 1.
n=0 n=0
Ejemplo 15.19. Halle la serie de Laurent de la funcion f(z) = 73,12 en potencias de
VAR V4
(z—2)en
a) el disco pinchado (o reducido) 0 < |z — 2| < 1.
b) laregion |z — 2| > 1.
Solucion.
) Escribi L Dela serie geométi i( 2" = — enlf <1
a) Escribimos = . De la serie geométrica —1)'z" = en |z
z—1 1+ (z—2) 8 — 14z
= 1
bti -1)'(z-2)'= —F— —2| < 1.
seo 1enequeZ( )"(z—2) -y en |z — 2|

n=0
Luego,si0 < |z— 2| < les

=2y = 1 a2 s

=D (=) (z—2)

n=-—1
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b) Si|]z—2| > 1les
z

Desarrollando por serie geométrica (ya que ‘ﬁ! < 1)es

1 1 «— T & L1
z—1 - z—2 ;(_1) (z—z) - ;(_U (z— 2)n+1'
Luego,
1 1 Q- L1
&= =D z—2§<_1) z— 2y
oo ) 1 B ) Iy 1
= 2V g g( R

Observacion 15.20. También podemos resolver éste ultimo ejercicio por fracciones simples: Co-

mo
1 -1 1

fle) = (z—2)(z—1) :z—1+z—2’

entonces desarrollando en serie (apropiadamente) cada uno de éstos términos y sumado ambas,

obtenemos la serie pedida. Asi, para la parte (a),

o0

—1 +1 n+1 n
M=y LY _Z_:l Y
Para la parte b),

~1 1 = et 1 1
f(z)_(z—Z)(Hz_Lz) z—ZZ;( D (z 2)"+1+z 2
. n+1 1 _ - _1\n 1
- Z( 1) (z — 2)ntl Z( 1) (z—2)
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